N.B. I presenti appunti sono destinati esclusivamente agli studenti del
corso di Elementi di Analisi Matematica 2 (a.a. 2025-2026) del CdL in In-
formatica dell’Universita di Catania, ed ¢ vietato ogni altro utilizzo.






Capitolo 1

Funzioni reali di due variabili
reali

In questo capitolo estenderemo alcune proprieta delle funzioni reali di una
variabile reale alle funzioni reali di due variabili reali.

Ricordiamo che R? denota l'insieme delle coppie ordinate di numeri reali
e che un punto generico di R? sard indicato con P = (z,%). Analogamente,
R? denota 'insieme delle terne ordinate di numeri reali e un punto generico
punto di R? sara indicato con P = (z,y, 2).

1.1  NOZIONI DI TOPOLOGIA IN R2

Siano Py = (z9,v0) € P = (x,y) due punti di R?.

Definizione 1 Si chiama distanza (euclidea) tra P e Py il numero

d(P, Py) = /(z — 20)* + (y — 0)*
Sia 7 un numero positivo.

Definizione 2 L’insieme

I.(Py) = B(Py,7) ={P€R*: d(P,P) < r}

st chiama intorno circolare di Py di raggio r.

3
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Sia A un sottoinsieme di R2.

Definizione 3 Diremo che Py é interno ad A se Py € A e esiste r > 0 tale
che I.(Py) C A.

L’insieme dei punti interni ad A ¢ detto interno di A e si indica con int(A)

[e)

ocon A.

Definizione 4 Un insieme ¢ detto aperto se é vuoto, oppure se non € vuoto
e coincide con il proprio interno.
Un insieme é detto chiuso se il suo complementare e aperto.

Definizione 5 Diremo che Py € un punto di accumulazione per A se in ogni
suo intorno ci sono elementi di A distinti da P,.

L’insieme dei punti di accumulazione per A ¢ detto derivato di A e si indica
con DA.
Dunque

Py € DA <= Vr > 0,1.(Py) N (A\ {P}) #0.

Definizione 6 Diremo che Py é un punto di frontiera per A se in ogni suo
intorno ci sono elementi di A ed elementi di R? \ A.

L’insieme dei punti di frontiera per A e detto frontiera di A e si indica
con F'A o con 0A.
Si puo dimostrare che

A e chiuso < DACA
o0, equivalentemente,

A ¢ chiuso «<— FA C A.
Infine

Definizione 7 L’insieme A & detto limitato se esistono Py € R% er > 0 tali
che A C I.(F).
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Esempio 1 1. L'insieme A = [—1,3] x [—2, 1] & chiuso e limitato.
La sua frontiera e 'unione dei quattro lati del rettangolo.

2 11 triangolo di vertici (0,0) (—1,1) e (—1,—1) ¢ chiuso e limitato. La
sua frontiera e 'unione dei lati del triangolo.

3. Siano Py un punto di R? e r > 0 . L’intorno circolare I.(Py) ¢ aperto
e limitato. La sua frontiera e la circonferenza del piano di centro Fy e
raggio r.

L’insieme
{PeR*: d(P,P)<r}

e chiuso e limitato.La sua frontiera ¢ la circonferenza del piano di centro
Py e raggio r.

L’insieme
{P eR?: d(P, Ry) > r}

e chiuso e non limitato. La sua frontiera e la circonferenza del piano di
centro P, e raggio r.

Infine, I'insieme

{PeR*: d(P,P)>r}

e aperto e non limitato. La sua frontiera ¢ la circonferenza del piano
di centro P, e raggio r.

1.2 GENERALITA SULLE FUNZIONI REALI DI DUE
VARIABILI REALI

Una funzione reale di due variabili reali ¢ una funzione

fiA—=>R

con A sottoinsieme non vuoto di R?. L’insieme
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si chiama grafico di f.

Si indichera poi, come di consueto, con f(A) 'immagine di f.

Come per le funzioni di una variabile, alcune proprieta di f(A) vengono
attribuite alla funzione: si parla, dunque, di funzione limitata se l'insieme
f(A) & limitato, e analogamente si introducono i concetti di inf4 f e sup, f
e gli estremi assoluti della funzione, ovvero miny f e max, f. In particolare,

se maxa f = f(xzo,v0) (ming f = f(xo,y0)), il punto (xg, yo) € detto punto di
massimo (minimo) assoluto (o globale).

EsEmPIO 2 Sia k € R.
La funzione f : R? — R definita dalla legge

flay)=k  V(zy) eR
si chiama funzione costante. Il suo grafico e 'insieme

Gyp={(z,y,2) eR’: 2 =k}

cioeé ¢ 'insieme formato dai punti del piano (parallelo al piano Zy) di equa-
zione z = k.

ESEMPIO 3 Sia f: R? — R la funzione definita dalla legge
flay) =2z  V(z,y) R
f si chiama funzione proiezione sull’asse Z. Il suo grafico e I'insieme

Gy ={(a,9,2) €R?: 2 = 7}

cioe e l'insieme formato dai punti del piano di equazione z = .
Analogamente, la funzione definita dalla legge

fla,y)=y  V(z,y) e R?

si chiama funzione proiezione sull’asse y. Il suo grafico e I'insieme formato
dai punti del piano di equazione z = y.



1.2. GENERALITA SULLE FUNZIONI REALI DI DUE VARIABILI REALI7

ESEMPIO 4 Se a,b € R, la funzione f : R? — R definita dalla legge
flx,y) =ax+by  V(z,y) € R?
si chiama funzione lineare. Il suo grafico e I'insieme

G = {(z,y,2) € R®: 2 = az + by}

cioe e l'insieme formato dai punti del piano di equazione z = ax + by.

ESEMPIO 5 Assegnata la funzione f : R*? — R definita dalla legge

flay) = Va2 +y?  V(z,y) e R?

il suo grafico e I'insieme formato dai punti del cono di equazione z = /x2 + 2.

ESERCIZIO 1 Determinare il dominio della funzione definita dalla legge f(x,y) =

NS
Il dominio di f & I'insieme A = {(z,y) € R*: y < z} cio¢ il semipiano di
equazione y < .

ESERCIZIO 2 Determinare il dominio delle funzioni definite dalle sequenti
leggi:

fl(xvy) :ill'\,y—l,

f?(x7y) :y210gl’,
fle.) = = 77,
f4($ay) =V x? +y2 - 17

fs(z,y) = log[(x — 1)(y — 2)].
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1.3 LIMITI DELLE FUNZIONI DI DUE VARIABILI

Possiamo estendere alle funzioni di due variabili la nozione di limite intro-
dotta per le funzioni di una variabile.
Siano dati una funzione f: A — R e un punto (z¢,yo) € DA.

Definizione 8 Diremo che [ converge al numero reale | per (z,y) — (xq, Yo)
€ SCTiveremo

lim  f(z,y) =1

(z,y)—(z0,50)
se e verificata la sequente condizione:

Ve>030>0:(x,y) € Is(xo,yo) N A, (z,y) # (0, y0) = | f(z,y) — 1| <¢

ESEMPIO 6 Sia f:R? — R la funzione costante f(z,y) =k V(z,y) € R%
Se (zo,yo) € R? si ha
lim  f(z,y) =k

(z,y)—(z0,y0)

Infatti, fissato € > 0 si ha |f(x,y) — k| = 0 V(z,y) € R

ESEMPIO 7 Sia f : R? — R la funzione proiezione sull’asse ¥ data da
flz,y) =2 V(z,y) € R% Se (zg,y0) € R? si ha

lim xr,Y) = xg.
e By | (T Y) = 0

Infatti, fissato € > 0, la diseguaglianza |f(z,y) — zo| < € ¢ equivalente a
|z — 20| < e.
Se (x,y) € I.(xo, o) si ha

|z — 20| < V(T —20)2+ (y—w)2 <e

da cui segue la tesi con § = €.
In modo analogo si prova che, se f e la funzione proiezione sull’asse ¥/, si

ha

(z,y)—(z0,y0)
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Possiamo estendere alle funzioni di due variabili anche la nozione di
funzione divergente positivamente (negativamente).

Definizione 9 Diremo che la funzione f diverge positivamente (negativa-
mente) per (z,y) — (xo,Yo) € Scriveremo

(z,y)—(x0,y0)

se ¢ verificata la sequente condizione:
VEkE>03§>0:Y(zr,y) € Is(xo,yo) N A, (z,y) # (z0,Y0)

\
f(x,y) >k (f(x,y) < _k)

EsEMPIO 8 Proviamo che

1
Lim — = +00.
(2,9)—(0,0) 2 + y?

Basta osservare che, fissato £ > 0

1
>k < (z,y) # (0,00 A2 +y° < -

x2 + 92 k

1
— I2+y2<—/\($,y>§£(0,0)

VEk
— (ili',y) € [ﬁ (070) A ($7y> # (070)

Definizione 10 La funzione f ¢ detta regolare al tendere di (x,y) a (zo,Yo)
se e convergente o divergente.

Continuano a valere, per i limiti delle funzioni di due variabili, tutti i
risultati stabiliti per i limiti delle funzioni di una variabile. Valgono, dunque,
i teoremi di unicita del limite, della permanenza del segno, di confronto e i
teoremi sulle operazioni con i limiti.
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Ad esempio, si ha:

lim z+ 1) (y* + 2y) = 0;
(z,y)—(1,0) ( )y v)
2+ +2
hm —_—_ Y =
(@y)—(00) 22 + 2y? + 1

Vale, inoltre, il teorema sul limite delle funzioni composte, che per sem-
plicita enunciamo solo in un caso particolare.

Teorema 1 Siano: A un sottoinsieme non vuoto di R?, (xq,yo) un punto di
accumulazione per A, I un sottoinsieme non vuoto di R, ty € R un punto di
accumulazione per I. Siano date due funzioni f : I - R eg: A— I, e sia
F: A — R la funzione composta data da F(x,y) = f(g(z,y)). Supponiamo

che:

lim r,y) =t
(o) (w0.30) (z,9) =to

lim f(t) =1 R

t—to

Allora, si ha
Lz ) (o) (2, ) = 1

EsEMPIO 9 Calcoliamo il

sin(z? + y?)

5
o002+ 3P
Risulta
lim (22+v?) =0
(x:y)ﬁ(oﬂ)( Y )
e -
lim 2t — .
t—0 t

Applichiamo il Teorema 1 con g(z,y) = 2® + y* e p(t) = 2L (£ £ 0) e
troviamo

, sin(z? + y?)

lim ————=

= 1.
(z,y)—(0,0)  x2 + 12
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EseRrcizio 3 Calcolare, se esistono, i seguenti limiti:

wy? log(1 1
lim c R lim og( 2+ x(y ))
(@y)—(0,0) TY @y)—11) 22y —1)

Ricordiamo ora che dati una funzione f : A — R e un sottoinsieme non
vuoto E C A, si chiama restrizione di f ad E la funzione

fie: E—>R

definita da
fie(z,y) = f(z,y) V(z,y) € E.

Vale il seguente teorema sul limite della restrizione.

Teorema 2 Siano A un sottoinsieme non vuoto di R?, (zg,v0) € DA, E un
sottoinsieme non vuoto di A tale che (xg,y0) € DE, f una funzione reale
definita in A. Se

3 lim  f(r,y)=1€R (1.1)

(@,y)=(z0,y0)

Allora, si ha
3 lim  fig(z,y) =1eR. (1.2)

(@,y)=(20,y0)

Dimostrazione Supponiamo che [ = +o00. Bisogna provare che
VE>0 d0>0: f\E(%Z/) >k Y(z,y) € ENIs(zo,v0) \ {(%0,%0)}
Dall’ipotesi, fissato k& > 0 esiste d; > 0 tale che

f(lE,y) >k V({L‘,y) €AN ]51 (xoayO) \ {(x0>y0)}'

Ovviamente, si ha anche

flz,y) >k V(z,y) € EN I (o, y0) \ { (0, %0)}

e quindi si ha la tesi prendendo § = 0, e osservando che fig(z,y) = f(z,y)
V(z,y) € E.
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OSSERVAZIONE 1 La condizione (1.1) ¢ condizione necessaria per 'esistenza
del limite e puo essere usata per provare che il limite di f al tendere di (z,y)
a (o, yo) non esiste. Supponiamo infatti che esistano due sottoinsiemi Fy, Es
di A tali che

(x0,y0) € DEy N DE,

e
hm $, hm x7 ,
(z,y)—(x0,y0) f‘El( y) 7 ()= (z0,y0) f|E2( y>
allora il
lim x,
e By T8 Y)
non esiste.

EsemPio 10 Sia f: R?\ {(0,0)} — R la funzione definita da

xy
flay)=— vy V(z,y) # (0,0).
Proviamo che il
lim x,
(2,9)—(0,0) /()

non esiste.
I1 limite dato si presenta nella forma indeterminata [g]. Consideriamo l'in-
sieme

Ey={(z,y) € R*:x =0,y # 0}.
Si ha (0,0) € DE, e
f\E’o(xvy):O V(l’,y) EE’OZ> lim f|E0(x7y):O
(z,y)—(0,0)

Consideriamo ora l'insieme
B = {(r,y) €R? 1w £ 0,y = a}.
Siha (0,0) € DE; e

$2

1 1
)= ——s== Y,y b = Il y) = =

Dal Teorema 2 segue che il limite di f non esiste.
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. Sia f:R*\ {(0,0)} — R la funzione definita da

2

Ty
flew) = 5% Y@y # (0.0)
Proviamo a calcolare il
lim ,Y).
(z,y)—(0,0) J(@y)

Il limite si presenta nella forma indeterminata [8}.

Consideriamo gli insiemi Ey ed F; dell’Esempio 10; si ha

fige(z,y) =0 Y(r,y) € By = lim fig,(z,y) =0;
(2,9)—(0,0)

x3 1

f|E1 ([L’, y) 72 + 22 21: ($a y) € £ (m,y)lir%(),O) f|E1 (ZL‘, y)

Piu in generale, consideriamo, per ogni m € R, 'insieme
E, ={(v,y) € R?: 2 # 0,y = mz}.
Si ha (0,0) € DE,, e

ma> m

JY) = = V(z,y) € B, = |l ,y) = 0.
f‘Em(z y) m2x2 + 12 1 _{_mg'x (l’ y) (m,y)lif%o,(]) f|Em('r y)

Con queste osservazioni possiamo solo dire che, se esiste il limite di f per
(xz,y) — (0,0), esso vale 0.
Per provarlo possiamo osservare che vale la seguente disuguaglianza

y2

< =
0< If(w.y)] = el 5

7 < || Y(z,y) #(0,0)

e dato che

lim |z| =0,
(2,y)—(0,0)

applicando il Teorema dei carabinieri segue che

lim z,y) =0
(%w%mﬂﬂf( y)l
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che equivale a
lim x,y) =0.
(z,y)—(0,0) f@y)
OSSERVAZIONE 2 Nell’esempio precedente abbiamo usato la disuguaglianza

che
2

Y
1'2 + y2 S 17 v<$7y) % (070)
Altre diseguaglianze utili da usare nel calcolo dei limiti sono:
[z < Va2+y? VY, y) #(0,0); (1.3)
1
eyl < 5@ +y°) V(@) #(0,0). (1.4)

Per la verifica della disuguaglianza (1.4) osserviamo che

0 < (2| = [y])* = [2* = 2[zy| + [y/*
implica
2lzy| < 2 + o2
Esempio 11 Sia
fR*\{(0,0)} = R

la funzione definita da

Ty
a2+ 1?2
Calcoliamo il
lim z,Y).
(z,y)—(0,0) f(xy)

Il limite si presenta nella forma indeterminata [g}. Introdotti gli insiemi Ej
e E,, come nell’Esempio 10, si ha

fige(x,y) =0 Y(z,y) € Ey = lim fig,(z,y) =0;
(2,9)—(0,0)

m 4
=———x3 Y € by = lim ,y) = 0.
Nien(@,y) = 5 1 m2$3 (z,9) 0 (Ly)l 0.0) Sz (@, y)
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Verifichiamo che il limite vale 0. Applicando la disuguaglianza (1.4) si
ha, per ogni (z,y) # (0,0)

1 2?2+ 2 1
oyl 1 27ty TR
3’x2+y2 2(:132+y2)§ 2
e dato che il limite dell’ultimo membro vale 0, per il Teorema dei carabinieri
segue che il limite di f vale 0.

0<

EsEmMPIO 12 Sia
f:R* =R

la funzione definita da

0 se y#a?

1 se y=a? (1.5)

flz,y) = {
Per ogni m € R sia F), I'insieme introdotto nell’Esempio 10. Si ha

lim z,y) = 0.
(x,y)ﬁ(O,O)ﬁEm( Y)

Posto poi
E={(x,y) eR*: y=2a}
si ha , evidentemente,

lim x,y) =1
(w)_}(o’o)f\E( Y)

e quindi il lim(, ) (0,0) f (2, ) non esiste.

1.4 FUNZIONI CONTINUE

Estendiamo la nozione di continuita alle funzioni di due variabili.
Sia f una funzione reale definita in un sottoinsieme non vuoto A di R? e
(0, 40) € A.

Definizione 11 La funzione f é detta continua nel punto (xq,yo) se
Ve>030>0: (z,y) € ANIs(xo,y0) = |f(x,y) — f(xo,50)| <€
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Come per le funzioni di una variabile, vale la seguente

Propositionil Se (zo,y0) € AN DA, allora

f continua in  (x9,yo) < lim fz,y) = f(zo, yo);
(2,y)—(0,Y0)

Se (zo,v0) € A e (z0,y0) & DA, allora
f € continua in  (xq,yo)-

Definizione 12 La funzione f ¢ detta continua in A se é continua in ogni
punto di A.

Valgono, per le funzioni continue di due variabili, gli stessi risultati sta-
biliti per le funzioni di una variabile. In particolare, segnaliamo i seguenti:

1. Siano f,g: A — R continue in un punto (xg,yo) € A.

Allora, f + g, fg,|f| sono continue in (zg, yo).

f

Se, inoltre, g(xg,yo) # 0, allora é, 2 sono continue in (0, Yo)-

2. Siano date una funzione f : A — R e due funzioni g1, ¢, : (a,b) = R
continue in un punto ty € (a,b) e tali che (g1(t),¢2(t)) € AVt € (a,b).
Se la funzione f ¢ continua nel punto (g1 (to), g2(to)) allora la funzione
F : (a,b) — R definita da F(t) = f(g1(t), g2(t)) & continua in .

3. Teorema di Weierstrass Ogni funzione continua in un insieme chiuso
e limitato ¢ ivi dotata di massimo e minimo assoluti.

1.5 CALCOLO DIFFERENZIALE

1.5.1 DERIVATE PARZIALI

Siano A un sottoinsieme non vuoto di R? e f una funzione reale definita in A.
Sia (g, yo) un punto interno ad A, esiste quindi 6 > 0 tale che I5(z, o) C A.
Consideriamo la funzione (della sola variabile x)

g:]ro — 0,29+ 0[— R
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definita da
g(.ﬂU) :f(‘r7y0) \V/[L' 6}5‘70_57$0+5[

Diamo la seguente

Definizione 13 Se la funzione g e derivabile nel punto xq, diremo che [ é
derivabile parzialmente rispetto alla x nel punto (xo,yo). In tal caso, il nu-
mero ¢'(xg) si chiama derivata parziale di f rispetto alla x nel punto (xq,yo)
e si indica con uno dei simboli f.(zo,vo), %(mo,yo). Dunque, [ ¢ derivabile
parzialmente rispetto ad x in (xg,yo) se esiste finito il

lim f(x,90) — f(x0,0)

T—x0 T — 2o

o0, equivalentemente, il

lim f(xo + h,yo) — f(z0,%0)
h—0 h

e si pone f.(xo,Y0) uguale al valore di tali limiti.

Analogamente, consideriamo la funzione (della sola variabile y)

h:yo — 0,90 +6[— R

definita da
h(y) = f(x07 y) vy E]yo - 67 Yo + 6[

Diamo la seguente

Definizione 14 Se la funzione h é derivabile nel punto vy, diremo che f
¢ deriwabile parzialmente rhispetto alla y nel punto (xo,y0). In tal caso,
il numero h'(yo) si chiama derivata parziale di f rispetto alla y nel punto
(0, Y0) € st indica con uno dei simboli f,(zo, o), g—i(xo,yo). Dungque, f e
derivabile parzialmente rispetto ad y in (xo,yo) se esiste finito il

lim f(ﬁo, y) - f(x()a yo)
Y—Yo Y — Y

0, equivalentemente, il
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lim f(@o,yo + h) — f(xo, o)
h—0 h
e si pone fy(xo,yo) uguale al valore di tali limiti.

Definizione 15 Se f ¢ dotata di derivate parziali prime in (xq,yo) il vet-
tore V f(xo,y0) = (fo(T0,Y0), fy(z0,Y0)) si chiama gradiente di f nel punto
('T07 yO) :

ESEMPIO 13 Sia data la funzione f : R? — R data da f(z,y) = 42°y® —
2t + y? — 22 + 6y, allora, per ogni (z,y) € R?, si ha

fo(z,y) = 200"y —4a® =2, fy(z,y) = 122°y* + 2y 4+ 6

e quindi

V(1,0) = (—6,6).

ESEMPIO 14 Sia data la funzione f : R? — R data da f(z,y) = /22 + 32,
studiamo la derivabilita nel punto (xo,70) = (0,0). Poiché la funzione
f(2,0) = Va2 = |z| non & derivabile nel punto z = 0, f non & dotata di
derivata parziale rispetto a x nel punto (0,0). In modo analogo si prova che
f non & dotata di derivata parziale rispetto a y nel punto (0, 0).

Invece, per ogni punto (z,y) # (0,0), esistono le due derivate parziali e
si ha

fﬂc<x7y) :ﬁv fy(x7y):\/%y2

ESEMPIO 15 Sia data la funzione f : R? — R definita da

f(@,y) = |yl
Studiamo la derivabilita di f nel punto (xg,yo) = (0,0).
Poiché si ha
F(2,0)=0 VaeR,
f & dotata di derivata parziale rispetto a x nel punto (0, 0) e si ha f,(0,0) = 0.
In modo analogo si prova che f,(0,0) = 0.



1.5. CALCOLO DIFFERENZIALE 19
ii) Studiamo la derivabilita di f nel punto (z¢,yo) = (0,1). Risulta:

f(I, 1) - |SL’| Vz eR :>/§fa:<07 1);

f(0,y) =0 VyeR=3f,(0,1) =0.

iii) Studiamo la derivabilita di f nel punto (zo,y0) = (—2,0). Risulta:

f(z,0)=0 VzeR= 3f,(—2,0)=0;

f(=2,y)=1-2y[=2ly| VyeR=Af(-20).
iv ) In generale possiamo dire, procedendo analogamente, che se zy # 0 allora
Afal20,0) =0 e Afy(20,0)

e se 1o # 0 allora
/ny(oyyo) € Elfy<0,y0) =0.

v) Infine, se (z,y) € R? e (z,y) # (0,0), ricordando che la derivata della
funzione di una variabile

t— |t
e
it ¢
— = — Yt #£0

si ha

0 0 T
ﬂa(m/\) - %(!y\ z]) = |y|D(|z]) = \y!m,

0 Y
A—/|zyl|) = |z|D = |x|=.
8y(‘ yl) = |z[D(ly]) = | I‘y’
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ESERCIZIO 4 Scrivere il gradiente delle sequenti funzioni nei punti indicati.

f(x,y) = $3y4 —2x + 3.’£y3, ($07y0) = (27 1)7
(2,y) = 24 FY (@0, 90) = (~1,1)
YY) = x2+2y7 0,Y%) = 9 )
Sln(‘ry> T 1
f(:c,y) = y ) (Q?o,yo) = (57 §>7
f<x7y) = 10gI + arctan %7 (x()vyO) = (17 1)

Adesso vogliamo definire le derivate parziali seconde. Supponiamo che il
dominio A della funzione f sia aperto e diamo la seguente

Definizione 16 Diremo che [ é derivabile rispetto a x (rispetto a y) in A
se & derivabile rispetto a x (rispetto a y) in ogni punto di A. In tal caso, la
funzione che ad ogni (z,y) € A associa f.(z,y) (f,(x,y)) si chiama funzione
derivata parziale prima rispetto a x (a y).

Se f ¢ derivabile rispetto a x in A e la funzione f,(x,y) € derivabile rispetto
ax (ay)in un punto (xg,yo) € A, diremo che f ¢ dotata di derivata seconda
pura rispetto a x (derivata seconda mista rispetto a x e y) nel punto (zo,yo)-
1l numero

0? ef O
fm(%,yo) = 0732(%&0) d:f gfx(%,yo)

0 f def O
fxy<$07y0) = ax—ay(xo,yo) = a—yfx(ﬂfoayo)

si chiama derivata seconda pura rispetto a x (derivata seconda mista rispetto
axey)di f nel punto (xg,yo).
Analogamente, se f ¢ derivabile rispetto a y in A e la funzione f,(z,y) é
deriwvabile rispetto a y (a x) in un punto (xo,yo) € A, diremo che f é dotata
di derivata seconda pura rispetto a y (derivata seconda mista rispetto a y e
x) nel punto (xg,yo). Il numero
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o0 f o0 f def O
fyy(%,yo) = 8_y2(5170,y0) = a—yQ(%,yo) = a—yfy(ifo,yo)

02 f 2 f

def O
fye (20, 90) = m(wo,yo) = m(%,yo) =

a_yfx(anyU)

si chiama derivata seconda pura rispetto ay (derivata seconda mista rispetto
ay ex)dif nel punto (xo,yo).

Diremo che f ¢é dotata di derivata seconda pura rispetto a x (mista rispetto
a x ey, pura rispetto a y, mista rispetto ay e x) in A se é dotata di derivata
seconda pura rispetto a x (mista rispetto a x ey, pura rispetto a y, mista
rispetto a y e x) in ogni punto di A. In tal caso, la funzione che ad ogni

(x,y) € A associa for(z,y) (fyy(2,v), foy(2,y), fya(x,y)) si chiama funzione
derivata parziale seconda pura rispetto a x (pura rispetto a y, mista rispetto

a x ey, mista rispetto a y e x).

ESEMPIO 16 Sia data la funzione razionale intera f : R? — R definita da
flz,y) = 2y = 3wy’ + 2% + oy V(z,y) € R
f ¢ derivabile parzialmente rispetto a x e a y e si ha, per ogni (z,y) € R?
foz,y) = 20y = 3y° + 4y’ +y,  fy(z,y) = 2% — 9y® + 4a®y + .

Le funzioni f, ed f, sono derivabili parzialmente rispetto a = e y e si ha, per
ogni (z,y) € R?

foo(w,y) = 2y + 4%, foy(2,y) = 20— 9y* + 8xy + 1,
foe(y) =20 — 9y° +8xy + 1,  fou(z,y) = —18xy + 42>,
Nell” esempio precedente le derivate seconde miste coincidono; ci chiediamo:

se esistono fu,(z,y) ed fy.(z,y), si ha sempre f,,(z,y) = f(r,y)? La
risposta e, in generale, negativa, come prova il seguente esempio.
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ESEMPIO 17 Sia data la funzione f : R? — R data da

 Jaysrh, () #(0,0)
Il ’y)_{a (e,y) = (0,0)

f ¢ derivabile parzialmente rispetto a = e a y in R? \ {(0,0)} e si ha, in tali
punti
wh—yhday?

fm($07 yO) =Y (@2 1y2)2

fylm,y) = —aioity

Studiamo la derivabilita di f nel punto (zo,yo) = (0,0). Risulta:

f(2,0)=0= fu(0,0)=0

f(0,y) =0= f,(0,0)=0

Studiamo l'esistenza delle derivate seconde miste di f nel punto (zg, yo) =
(0,0). Risulta:

)y, y#0
)z, x#0
fy(x’o)_{o, z=0

In definitiva, f,(0,y) = —y Yy € R e f,(x,0) = x Vo € R. Ne segue che
3f4,(0,0) = —1 e 3£,,(0,0) =1
quindi in questo caso fy,(0,0) # f,(0,0)

Vale, pero, il seguente risultato, noto come Lemma di Schwarz.

Teorema 3 Siano A un sottoinsieme aperto diR? e f : A — R una funzione
dotata in A di derivate seconde miste fu,(z,y) € fy(x,y). Sia (zo,y0) un
punto di A. Se le funzioni f,, e fys sono continue nel punto (zo,yo), allora
st ha

fﬂcy(xmyO) = fy;r(xmyO)
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1.5.2 DIFFERENZIABILITA

Ricordiamo che per una funzione di una variabile ¢ : (a,b) — R la derivabilita
in un punto ¢ € (a,b) implica la continuita di ¢ nel punto ¢. Possiamo
chiederci se cio valga anche per le funzioni di due variabili oppure se esistono
funzioni di due variabili dotate, in un punto, delle derivate parziali prime, ma
che non sono continue in tale punto. Consideriamo a tale scopo la funzione
definita in R? da

LY
72 +y2 se (Iay) 7é (070)

0 se (z,y) = (0,0).

Studiamo la derivabilita di f nel punto (0,0).
Poiché f(x,0) = f(0,y) =0 Vx,y € R la funzione ¢ dotata di derivate
parziali prime in (0,0) e si ha

£(0,0) = £,(0,0) = 0.

Tuttavia, f e discontinua nel punto (0,0). Consideriamo infatti, per ogni
m € R, l'insieme E,, = {(z,y) € R*: 2 # 0,y = mx}. Si ha (0,0) € DE,, e

flr,y) =

2

mx m
f|Em<x7y) - (1 —|—m2)x2 - 1+m27
quindi
m
I S
(z,y)lg%o,O) fiEm () 14+ m?

e dato che questo limite dipende da m (quindi, varia al variare della re-
strizione) possiamo concludere che il limite di f per (z,y) — (0,0) non
esiste.

Cerchiamo allora una proprieta piu forte della esistenza delle derivate par-
ziali prime in un punto che implichi la continuita in tale punto. Ricordiamo,
a questo proposito, che data una funzione di una variabile ¢ : (a,b) — R, se
¢ € (a,b) si ha che ¢ ¢ derivabile in ¢ se e solo se esiste un numero reale [
tale che ¢(c+ h) — ¢(c) — lh = o(|h|) per h — 0, ovvero, indicato come di
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consueto con Ay l'incremento di ¢ nel passaggio dal punto ¢ al punto ¢+ h,
ovvero posto Ap = ¢(c+ h) — ¢(c), si ha che ¢ ¢ derivabile in ¢ se e solo
se Ap = lh + o(]h]) per h — 0. La derivabilita in ¢ consente, dunque, di
approssimare A con la funzione lineare h — [h commettendo un errore che
¢ infinitesimo di ordine superiore rispetto a |h| per b — 0.

Cio suggerisce la seguente

Definizione 17 Siano f una funzione reale definita in un sottoinsieme non
vuoto A di R? e (xo,y0) un punto interno ad A.

Diremo che f ¢ differenziabile nel punto (xg,yo) se esistono due numeri
reali [, m tali che

f(zo+ h,yo + k) — f(xo,y0) = Lh +mk + o(Vh?>+ k?) per (h, k) — (0,0).

Equivalentemente, f ¢ differenziabile nel punto (zg, y) se esistono due numeri
reali [, m tali che

lim f(xo+h,yo + k) — f(20,90) — [lh 4+ mK]
(h,k)—(0,0) Vh? + k2

Dato l'insieme H = {(h,k) € R? : (xg + h,yo + k) € A}, la funzione
Af:H—R

= 0. (1.6)

definita dalla legge
Af(h7k) :f(x0+hvy0+k)_f($07y0)a V(h,k) €H

si chiama incremento della funzione nel passaggio da (zo,y0) a (xo+h, yo+k).
Se f ¢ differenziabile nel punto (xg,y9), la funzione lineare

df (zo,10) : R* = R
definita dalla legge
df (xo,10)(h, k) = Ih +mk, V(h, k) € R?
si chiama differenziale di f nel punto (zo, yo).

Il seguente risultato risponde alla questione posta all’inizio di questo
paragrafo.
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Teorema 4 Se f ¢ differenziabile nel punto (zo,vo), allora si ha:

i) f é continua nel punto (zo,Yo);

i) f é dotata di derivate parziali prime nel punto (xo,yo) € si ha

f:r(fo,yo) = la fy(l'o,yo) =1m.

Dimostrazione
Proviamo la ). Osserviamo che f & continua nel punto (xg,yo) se e solo

se
lim Af=0.
(h,k)—(0,0)
Tenendo conto della (1.6) e del fatto evidente che
lim Vh2+k2=0 e lim (lh4+mk)=0
(hyk)—(0,0) (hk)—(0,0)
risulta

' ] Af — (lh + mk)
lim Af= 1 R =
i A= i (S VIR R (k)| = 0

come si voleva.
Proviamo la éi). Dimostriamo che f,(xo,70) = [ e quindi che

f(zo+ h,yo) = f(20, o)

A h =l
Posto
g(h, k) _ f(xO + h,yo + k) — f<x07y0> B (lh+mk) V(h, k) c H\{(0,0)}

Vh? k2 ’

per l'ipotesi di differenziabilita si ha

li h.k) = 0.
(h,k)lESO,O)g< k)
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Allora, anche la restrizione di g al seguente sottoinsieme di H \ {(0,0)
{(h,0): he R, h#0}
tende a 0 al tendere di (h, k) a (0,0). Cio implica che

f(xo+h,y0) — f(20,40) — lh _

i 7] ’
e quindi
lim f(xo + hyyo) — f(xo, Yo) _
h—0 h
lim || f(xo + h,yo) — f(@o,y0) — lh 11l =1
h—0 L h |h|

come si voleva. Allo stesso modo si prova che f,(zo, yo) = m.

OSSERVAZIONE 3 In virtu del Teorema 4, se f e differenziabile in (xg,yo)
allora

df($0>?/0) = f:c(ilf"o, Yo)h + fy($O>yo)k

quindi, per la (1.6), la differenziabilita di f nel punto (zq,yo) si puo caratte-
rizzare nel seguente modo:

Af—d
f differenziabile in (xg,yy) <= lim S = df(xo yo) _ 0

(h,k)—(0,0) Vh? + k2

ESEMPIO By Sia data la funzione definita in R? dalla legge

[ ) £ (0,0)
floww) = {o,+ (.9) = (0,0)

f non & differenziabile nel punto (0,0) perché non ¢ continua in tale punto.
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Sia data la funzione definita in R? da

fla,y) = Va2 + 42, V(r,y) € R?
f non e differenziabile nel punto (0, 0) perché non ¢ dotata di derivate parziali
prime in tale punto.

Sia data la funzione definita in R? da

flz,y) = Vlayl, V(zy) e R?
La funzione f ¢ continua nel punto (0,0) ed & dotata in tale punto di derivate
parziali prime con f,(0,0) = f,(0,0) = 0, e, dunque, df(0,0) = 0. Studiamo
la differenziabilita di f nel punto (0,0). Risulta

f(h k) = J(0.0) ~ df(0.0) _ VIRKL yyp s )

Si verifica facilmente che Alim, x)—(0,0) \/:%, quindi f non e differenziabile

nel punto (0, 0).

Sia data la funzione definita in R? da

flz,y) = |zyl, V(z,y) € R?
La funzione f & continua nel punto (0,0) ed ¢ dotata in tale punto di derivate
parziali prime: f,(0,0) = f,(0,0) = 0, dunque df(0,0) = 0. Studiamo la
differenziabilita di f nel punto (0,0). Risulta
= V(h,k 0,0
VTR e R # 00
Osserviamo che per ogni (h, k) # (0,0) si ha

L
TVREHR VR + R

da cui, per confronto, si deduce che

k| < [k]

3 |hk|
1m —_— =
(h,k)—=(0,0) \/h2 + k2



28 CAPITOLO 1. FUNZIONI REALI DI DUE VARIABILI REALI
Quindi f e differenziabile nel punto (0, 0).

Il seguente risultato, noto come Teorema del differenziale totale, forni-
sce una condizione sufficiente affinché una funzione sia differenziabile in un
punto.

Teorema 5 Siano A un sottoinsieme non vuoto e aperto di R2, (x0,%0) un
punto di A, f una funzione reale definita in A. Supponiamo che f sia deriva-
bile parzialmente rispetto a una delle due variabili, ad esempio z, in (xo, Yo),
e sia deriwabile parzialmente rispetto all’altra variabile, in questo caso y, in
A, con f, continua in (o, yo).

Allora, f ¢ differenziabile nel punto (xg,yo)-

Dimostrazione

Per semplicita proveremo il teorema nell’ipotesi in cui f sia dotata di
derivate parziali prime in A, entrambe continue nel punto (xg, yo).
La tesi equivale a provare che

lim Af - df(l’o, yO) _
(h,k)—(0,0) Vh? + k?

cioe che

Af—alf(ﬂfo yo)
Ve>0 J6>0:(h,k)e H,0< h2—|—k2<5:>‘ ’
(h. ) VIZ TR e

Fissiamo ¢ > 0. Poiche f, e f, sono continue in (zg, yo), esiste d; > 0 tale
che per ogni (z,y) € A tale che \/(z — z0)2 + (y — y0)? < &1, si ha

Fuly) = falwo. o)l < 5 (L.7)
|fy(@,y) = fy(@o, m0)| < % (1.8)

Sia (h,k) € H tale che 0 < v/h? + k2 < 6;. Si ha
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|Af - df(xo, yo)| =

|f(zo + h,yo + k) — f(x0,90) — fulw0,90)h — fy(z0, y0)k| =
|[f (zo + hyyo + k) — f(xo + h,yo)|+
[f(xo +h, yo) - f(l’oayo)] - fx(l‘o,yo)h - fy(%, yo)/f|- (1-9)

Consideriamo la funzione di una variabile definita nell’intervallo di estremi
Yo, Yo + k dalla legge
y — flxo+ h,y).

Per il Teorema di Lagrange esiste iy compreso fra yg e yo + k tale che

f(IO —+ h, Yo + ]{3) — f(ZL’(] + h, yo) = fy(l’o + h, ﬂ)k (110)

Analogamente, applicando il Teorema di Lagrange alla funzione definita
nell’intervallo di estremi zy e x¢ + h dalla legge

r — f(z,v0)

si ottiene l'esistenza di & compreso fra zo e o + h tale che

f(xo+ h,yo) — f(x0, 0) = hfe(Z, o) (1.11)

Allora dalla (1.9), utilizzando le uguaglianze (1.10) e (1.11) segue

|Af = df (z0,90)| <
| fy(zo + h,g) — fy(@o, yo)|[k[+
| f(Z, 90) — fa(z0, vo)l|R]. (1.12)
Poiche

\/(l’0+h—$0)2+<g—y0)2§\/h2+]€2<51

V(T —20)2+ (Yo — Y0)? < 01
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possiamo usare le disuguaglianze (1.7) e (1.8) e maggiorare il secondo membro
della disuguaglianza (1.12) ottenendo

|Af - df($07y0)|
0< <
- VhEHR?

h h
< ’fy(xo + hag) - fy(x07y0)’\/% * ’fx(ivyO) - fy(l'oale)’ /h|2 —!— k2 <

| fy (w0 + R, g) — fy(xo,y0)| + [ f2(Z, y0) — fy (w0, 90)| <

<8¢
2 2

La nozione di differenziabilita consente di provare il seguente teorema di
derivazione delle funzioni composte.

Teorema 6 Siano date una funzione f : A — R e due funzioni g1,¢s :
(a,b) — R deriwabili in un punto ty € (a,b) e tali che (g1(t), g2(t)) €
AVt € (a,b). Supponiamo che la funzione f sia differenziabile nel pun-
to (g1(to), g2(to)). Allora, la funzione F : (a,b) — R definita da F(t) =
f(g1(t), g2(t)) € derivabile in ty e vale la sequente formula

F'(to) = fa(g1(to), 92(t0)) g (to) + fy(g1(t0), g2(t0)) g5 (to)- (1.13)

OSSERVAZIONE 4 1l secondo membro della formula (1.13) ¢ il prodotto sca-
laxe in R? tra. i vettori V £(g (to), g2(t0)) € (gL (to), gh(to)).

1.5.3 DERIVATE DIREZIONALI

Siano A un sottoinsieme non vuoto di R? e f una funzione reale definita in
A.
Dato (z¢,yo) punto interno ad A, sia § > 0 tale che Is(xg,y0) C A.
Siano v = (v1, v) un versore e gy, g le due funzioni

g1,92:] —6,0[— R
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definite da
gi(t) = o +tvr,  ga(t) = yo +tva, VYt €] —4,0]
Se la funzione composta

F(t) = f(gl(t>7g2(t))7 Vt G] - 57 5[

e derivabile nel punto ¢y = 0 diremo che f e dotata di derivata lungo la
direzione del versore v nel punto (xg,yo). In tale caso il numero

Dyf(xm Yo) = F,(O)

si chiama derivata direzionale di f lungo v nel punto (g, yo) e si indica anche
0
con il simbolo a—f(xo, yo). Dalla definizione data, se f ¢ dotata di derivata
v

lungo la direzione del versore v nel punto (o, y0) allora

L f(zo + tvr, yo + tve) — f(zo, Yo)
D, f(z0,0) = 11_{% ; :

OSSERVAZIONE 5 Osserviamo che

i) f ¢ dotata di derivata lungo la direzione del versore e; = (1,0) nel punto
(x0,Yo) se e solo se ¢ derivabile parzialmente rispetto a x nel punto (zg, yo) €
di ha of
Dgf($0>yo) = %(%790);

ii) f e dotata di derivata lungo la direzione del versore e; = (0,1) nel punto
(x0,Y0) se e solo se & derivabile parzialmente rispetto a y nel punto (xg, yo) e
di ha of
D, f(xo, = —(x0, Yo)-
if( 0 yo) 8y( 0 ?Jo)

iii) Non vale il viceversa di quanto affermato in i) e in ii): consideriamo, ad
esempio, la funzione definita dalla legge

[ @£ 00)
fey) {o, (@,9) = (0,0
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Dato un versore v, si ha

t tuo) —
va(xo’ yo) — lim f(l'o + tv, Yo + 112) f(xo7 yo) — jim V103
) =0 t t—0 ¢

e il limite precedente esiste finito (ed ¢ uguale a zero) solo se vjvy = 0,
ne segue che le uniche derivate direzionali di f nel punto (0,0) sono le due
derivate parziali.

Il seguente teorema fornisce una condizione sufficiente affinche una fun-
zione sia dotata di derivate direzionali in un punto.

Teorema 7 Se f ¢ differenziabile nel punto (xq,yo) allora ¢ dotata di deri-
vata direzionale lungo il versore v e si ha

D, f(x0,90) = V [ (20, yo)-v.

Dimostrazione.

Basta applicare il teorema di derivazione della funzione composta e os-
servare che

91(0) =v1,  g5(0) = va.
ESEMPIO 19 La funzione f : R? — R definita dalla legge

x1y?
f(xa Z/) = xr2 —+ y? s€ (x7y) # (0, O)
0 se (z,y) = (0.0)

¢ dotata di derivate direzionali, lungo una qualsiasi direzione,in (0, 0).
Infatti, se v = (v1,v2) € un versore allora

F(t) = f(tvy, tvy) = tov3, VtER

e dunque
D,f(0,0) = vv;3.

Osserviamo, tuttavia, che f non e differenziabile in (0,0). Infatti,

df(0,0)
or

=D, (0,0) =0
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a7(0,0)
dy

=D, (0,0)=0

ma il limite

lim f(h, k) lim hk”
1 — L =
(hk)=(0,0) /h2 + k2 (hk)—=(0,0) (h? + k?)V/h? + k2

non esiste.

EsERrc1zio 5 Calcolare la derivata direzionale della funzione definita dalla

legge
f(z,y) = xlog(z® +y* +3) V(z,y) € R’

nel punto (0, 1) e lungo la direzione della retta di equazione 2z —y + 6 = 0.
La funzione ¢ differenziabile in R? e quindi anche nel punto (0,1). Per
calcolare la derivata direzionale possiamo applicare il teorema precedente.

Si ha

222 2xy

- :1 2 2 3 __  <J
fo(z,y) = log(a” + v~ + )+—m2+y2—|—3’ fy(T,y) 2214213

e quindi
V£(0,1) = (log4,0).

Un vettore parallelo alla retta di equazione 2x —y+6 = 0 & (1,2). Il versore
parallelo e v = (\/Lg, \/lg) Infine

1 2, log4

D,f(0,1) =Vf(0,1)-v= (log4,0) . (E7E) %

1.5.4 APPLICAZIONI DEL CALCOLO DIFFERENZIALE

Analogamente al caso delle funzioni di una variabile il calcolo differenziale
fornisce strumenti per studiare alcune proprieta locali delle funzioni.
Siano A C R?, (zg,y0) € Aed f: A — R.
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Definizione 18 Diremo che (xo,y0) € un punto di massimo (minimo) rela-
tivo o locale di f se

36>0 = flzy) < flzo,yo) (f(x,y) > f(xo,90)) V(z,y) € ANIs(wo, o).

Vale il seguente Teorema di Fermat

Teorema 8 Se (xg,y0) € ;1 e un punto di estremo relativo di f e se f é
dotata di derivata lungo la direzione del versore v nel punto (xo,yo) allora

Dyf(l'o; yo) = 0.

Dimostrazione

Basta osservare che, nelle ipotesi fatte, la funzione F'(t) = f(xo+tvi, yo+
tve) ha un estremo relativo in ¢t = 0 e per il Teorema di Fermat sulle funzioni
di una variabile segue che F'(0) = 0.

OSSERVAZIONE 6 Se f e dotata di derivate parziali prime nel punto (zq, yo)

e se (xg,%0) € A € un punto di estremo relativo di f, allora

Vf(xo,y0) =0
I punti (zg, yo) interni ad A e tali che V f(zo, y0) = 0 si dicono stazionari.
Analogamente a quanto accade nel caso unidimensionale, anche per le
funzioni di due variabili si puo provare che

(x0,Y0) punto stazionario di f # (xg,yo) punto di estremo di f

Infatti, consideriamo la funzione f : R? — R definita da

fla,y) =zy, V(z,y) R
Risulta:

folr,y) =y, fyle,y) =2, V(r,y) €R?
e quindi (0,0) & un punto stazionario di f. Tuttavia, f(0,0) = 0 e in ogni
intorno di (0,0) ci sono punti in cui zy > 0 e punti in cui zy < 0. Pertanto
(0,0) non & un punto di estremo relativo.
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I punti stazionari di f che non sono di estremo relativo si chiamano punti
di sella.
Se f & dotata di derivate seconde in A il determinante

| faaly) fay(zy)
H(z,y) = fya(,y)  fyy(2,y)

si chiama Hessiano di f nel punto (z,v).

Per studiare la natura dei punti stazionari si puo ricorrere alle seguenti
condizioni necessarie del secondo ordine.

Teorema 9 Se f ¢ una funzione dotata di derivate seconde continue in A e
se (xo,yo) € A & un punto di massimo (minimo) relativo di f allora

i) foo(®0,90) <0, (frz(z0,%0) > 0)
ii) H(xo,y0) > 0.

EseMpPIo 20 La funzione dell’esempio precedente ha un punto stazionario
in (0,0). Poiche per ogni (z,y) € R?

01
He =]

si ha H(0,0) < 0 e quindi (0,0) non & un punto di estremo relativo perche
se lo fosse dovrebbe valere la condizione 7).

Infine, si puo dimostrare il seguente teorema che fornisce condizioni suf-
ficienti del secondo ordine affinche un punto sia di estremo relativo.

Teorema 10 Siano f una funzione dotata di derivate seconde continue in
A e (zo,%0) € A un punto tale che

Z) f:v<x07y0) = fy(l’o,yo) =0
ZZ) fmﬁ(xmyo) < 0: (fxx(anyO) > 0)
ii) H(xo,y0) > 0.
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Allora (xg,yo) € un punto di massimo (minimo) relativo di f.

Infine, illustriamo un metodo per la ricerca degli estremi relativi e assoluti.

RICERCA DEI PUNTI DI ESTREMO RELATIVO

Siano A € Re f : A — R una funzione dotata di derivate parzia-
li seconde continue in A. Per determinare i punti di estremo relativo di
f possiamo utilizzare le condizioni del primo e secondo ordine enunciate
precedentemente.

Nella pratica si procede nel seguente modo:

1. si determinano i punti stazionari (g, o) di f risolvendo il sistema

2. si calcolano le derivate seconde di f e si costruisce 'Hessiano H (xg, yo).

3. se H(xg,y0) # 0, si possono presentare tre casi:

a) H(zo,yo) > 0 e fr(xo,%) > 0 = (x0,%) punto di minimo
relativo di f

b) H(xg,yo) > 0 e fox(xo,y0) < 0 = (x0,y0) punto di massimo
relativo di f

c) H(xo,yo0) < 0= (z0,y0) punto di sella di f

4. se H(xg,yo) = 0 non si possono applicare le condizioni del secondo
ordine e bisogna procedere usando la definizione.

ESERCIZIO B Determinare, se esistono, gli estremi relativi in R? della fun-
zione defnita dalla legge

flay) =22 +ay—y, V(z,y) €R®

La funzione e dotata di derivate seconde continue in R?.
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Risulta

folzyy) =4z +y,  fylz,y)=2z—1 V(ry) eR”

Cerchiamo i punti stazionari di f:

dr+y=0 y=—4

r—1=0 r=1
La funzione ha un solo punto stazionario (1,—4). Calcoliamo le derivate
seconde

fer(m,y) =4, foy(z,y) =1, fy(z,y) =0,
Poiche
H(l,-4)=-1<0
il punto (1,—4) & un punto di sella di f.
Determinare, se esistono, gli estremi relativi in R? della funzione defnita dalla

legge
flz,y) =2+ 9> =2y, V(z,y) € R%.

La funzione e dotata di derivate seconde continue in R2.
Risulta

fm(xay) :3$2—2y, fy($,y>:2y—21’ V(ﬁ,y) ERQ'
Cerchiamo i punti stazionari di f:
322 —2y =0 y=zx
{2y—2x:0 {szsz%
La funzione ha due punti stazionari (0,0) e (,2). Calcoliamo le derivate
seconde

Joa(@,y) =62, foy(x,y) = =2, fy(z,y) =2,
Poiche

H(0,0)=—4<0

il punto (0,0) & un punto di sella di f.
Poiche H(2,2) =4>0¢€ fu(3,3) =4>0

il punto (%, %) ¢ un punto di minimo relativo per f.
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RICERCA DEI PUNTI DI ESTREMO ASSOLUTO

Siano A C R? un insieme chiuso e limitato e f : A — R una funzione
continua.

Per il Teorema di Weierstrass f ¢ dotata di massimo e minimo assoluto
in A. I punti di massimo e minimo assoluto si cercano tra gli elementi dei
seguenti insiemi:

A; = insieme dei punti interni ad A stazionari

A, = insieme dei punti interni ad A in cui manca una delle derivate
parziali prime e I’altra e nulla oppure mancano entrambe

As = insieme dei punti della frontiera di A.

La ricerca dei punti della frontiera di A candidati ad essere di estremo
assoluto di f in A & particolarmente semplice nel caso in cui la frontiera di
A si puo ”parametrizzare” . Infatti, sia

0X = {(01(t), g2(t)), t € [a,b]}

con gi, gs : [a,b] — R funzioni continue. In tale caso, definita la funzione
composta

F(t) = f(91(t), 92(t)) Yt € [a, 0]

e facile verificare che se (xg,%0) = (91(t0), 92(t0)), con tg € [a,b] & un punto
della frontiera di A di massimo (minimo) assoluto di f, allora 5 € un punto
di massimo (minimo assoluto) della funzione F'(t).

Nella pratica, dunque, si cercano i punti stazionari interni all’intervallo
la,b] della funzione F(t), i punti interni all'intervallo [a,b] in cui F' non &
derivabile e si confrontano i valori di F' in tali punti con F(a), F(b) e con
i valori assunti da f nei punti degli insiemi A; e A, descritti prima. Si
potranno in tal modo individuare i valori massimo e minimo di f in A.

ESERCIZIO 7 Determinare gli estremi assoluti della funzione

flz,y) =22" —ay—y

nel quadrato A di vertici P, = (0,1), P, = (1,1), P = (1,0), P, = (0,0).
La funzione e continua quindi e dotata di estremi assoluti nell’insieme
chiuso e limitato A. Determiniamo gli insiemi A;, Ay, As.
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I punti stazionari si determinano risolvendo il sistema ottenuto eguaglian-
do a zero le derivate parziali prime:

dr —y =0
—r—1=0

Si ottiene il punto (—1,—4) che non appartiene ad A. Dunque, A; = (.

La funzione ¢ derivabile nell’intero R%2. Dunque, Ay = 0.

Per studiare I'insieme Az, esaminiamo f in ciascuno dei lati dal quadrato
A.

Prendiamo in esame la restrizione di f al segmento P; P»: dobbiamo consi-
derare la funzione g(z) = f(x,1) = 222 —2—1, 2 € [0,1]. Siha ¢'(x) = 4x—1
e risolvendo 'equazione ¢'(x) = 0 si ottiene il punto P = (,1) interno a
P, P,; altri punti candidati ad essere di estremo assoluto sono P; e Ps.

Prendiamo in esame la restrizione di f al segmento P, P53: dobbiamo con-
siderare la funzione h(y) = f(l,y) = 2 — 2y, y € [0,1], che non ha punti
stazionari in |0, 1[; altri punti candidati ad essere di estremo assoluto sono
P2 (§ Pg.

Prendiamo in esame la restrizione di f al segmento P3P,: dobbiamo con-
siderare la funzione k(x) = f(x,0) = 22?, x € [0,1], che non ha punti
stazionari in |0, 1[; altri punti candidati ad essere di estremo assoluto sono
P3 (S P4.

Prendiamo in esame la restrizione di f al segmento P; P,: dobbiamo consi-
derare la funzione [(y) = f(0,y) = —y, y € [0, 1], che non ha punti stazionari
in ]0, 1[; altri punti candidati ad essere di estremo assoluto sono P; e Pj.

Dall’esame delle restrizioni segue che i punti candidati ad essere di estremo
assoluto sono vertici del quadrato e il punto P. Calcoliamo il valore della
funzione in ciascuno di tali punti. Si ha

£(0,0) = 05 £(1,0) = 2 £(0,1) = —1; £(1,1) =

’ 0; f(i 1) ==
quindi miny f = —% = f(i,l); max4 f =2 = f(1,0).

e N}



